LA GACETA

“El desorden absoluto es imposible”:

la Teoria de Ramsey

por

Pablo Fernandez Gallardo y José Luis Fernandez Pérez

La teoria de Ramsey es una teoria matematica que pretende justificar el eslogan que
da titulo a este articulo. Claro que nuestra experiencia diaria nos da muestras permanentes
de cudn equivocado es el tal eslogan, fuera del contexto matematico.

Decir, a la verdad, que en favor nuestro
han querido los dioses disponernos
el orden bello de la naturaleza;

estas fabulas y otras semejantes
indicio, joh Memmio!, son de gran locura.

Tito Lucrecio, De rerum natura. Libro V.

En pocas palabras, la teoria de Ramsey afirma que, en general, en sistemas suficientemente
grandes siempre existen subsistemas no pequenos con estructura, con orden. El propésito
de esta nota es ofrecer una introduccién a esta elegante teoria, con la esperanza de que el
lector se anime a indagar por su cuenta, ponderar su utilidad y, quizéas, pensar en alguno
de los numerosos problemas que suscita.

RAMSEY, ERDOS.

Figura 1: F.P. Ramsey.

Frank Plumpton Ramsey nacié en Cambridge en 1903 y mu-
rié a los 26 anos, a consecuencia de ciertas complicaciones
tras una operacién quirdrgica. Fue un hombre extraordina-
riamente brillante, miembro de una familia que aporté otros
destacados nombres al mundo de la cultura y la politica ingle-
sas: su padre fue presidente del Magdalene College de Cam-
bridge y su hermano, arzobispo de Canterbury. Ramsey se
educé en Cambridge y trabajé desde 1924 hasta su muerte
en el King’s College. Producto tipico del maravilloso am-
biente intelectual del periodo de entreguerras en Oxford y
Cambridge, destacdé en muy diversos campos. Cada uno de
sus articulos contiene brillantes y originales aportaciones en
disciplinas diversas como la Légica, las teorias de la Proba-
bilidad y de la Decision, la Filosofia, la Economia. . .

A los 19 afios publicé6 Mr. Keynes on Probability, una revision critica del A Treatise on
Probability, [Ke], tan demoledora que el propio Keynes tuvo que reconsiderar sus anteriores
planteamientos. En el trabajo Truth and Probability desarrollé su propia teoria de la
probabilidad, en la que establecio los principios de las modernas teorias de la probabilidad
subjetiva, de la teoria de la Utilidad y de la teoria de la Decision.
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Figura 2: Articulo original.

LA TEORIA DE RAMSEY

En la obra The Foundations of Mathematics
reconstruyé la teoria de tipos ramificada de los
Principia Mathematica [WR] de Russell y Whi-
tehead, en lo que se llama la teoria de tipos
Ramseyficada. Mantuvo también una intensa y
fructifera relacién con Wittgenstein, del que tra-
dujo el Tractatus Logico-Philosophicus, [Wi]. Por
cierto, Ramsey consiguié que Wittgenstein logra-
ra un puesto en Cambridge, para lo que se nece-
sité que el Tractatus fuera aceptado como tesis
doctoral.

Su interés por los fundamentos de las Ma-
tematicas le llevé a buscar una solucién al Ents-
cheidungsproblem!. En el trabajo On a Problem
of Formal Logic resolvié un caso particular de
éste, lo que, en Matematicas, es conocido por el
Teorema de Ramsey, que es la base de la teoria
que lleva su nombre.

Keynes y Pigou le animaron a que abordara
algunos problemas de Economia. En A contribu-
tion to the Theory of Taxationy A Mathematical
Theory of Savings proporcioné elegantes y nove-
dosas soluciones a un par de dificiles cuestiones.

Y establecid las bases de teorfas y técnicas que luego resultaron muy fructiferas: el uso
del célculo de variaciones en Economia, las teorias de tributacién y ahorro éptimos. ..

Impresiona el magnifico y variado ramillete de logros intelectuales que Ramsey con-
siguié en su corta vida. Pero Ramsey no cre6 ni desarrollé la teoria que lleva su nombre,
que fue iniciada por Erdds y Szekeres en 1933. Tiempo después descubrieron la conexion
con los trabajos de Ramsey, que en este contexto habian pasado inadvertidos.

Pal Erdés (1913-1996) matemético errante, autor de
més de 1500 articulos (el méas prolifico de la historia, jun
promedio de dos mensuales!), la mayoria en colaboracidn,
ha sido el lider indiscutible de los estudios de Combinatoria
de este siglo. Su ingente produccién en colaboracién ha da-
do lugar al curioso numero de Erdds. El propio Erdés tiene
nimero cero. Un matematico tiene nimero de Erdés 1 si ha
colaborado directamente con Erdés. Si ha colaborado con
un colaborador de Erdés pero no con Erdos directamente,
tendra nimero 2. Y asi en general, de manera que si un ma-
tematico ha colaborado con otro cuyo niimero de Erdés < n,
entonces el suyo serd < n+ 1. Por cierto, colaborar significa

Figura 3: P. Erdds

LE] problema de encontrar un método mecénico para decidir si una proposicién matemética arbitraria

puede ser probada dentro de una teoria o no.
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haber escrito y publicado un articulo (de autoria conjunta) en una revista cientifica. Los
nimeros de Erdds son sorprendentemente bajos; los autores, por ejemplo, tienen nimeros
de Erdés 3 y 2, respectivamente. Incluso figuras destacadas de otros campos cientificos
tienen nimero de Erdés finito?: Einstein (2), Von Neumann (3), Witten (5), Dirac (4),
Heisenberg (4). ..

La personalidad de Erdds es también apasionante. No sélo como “maestro de la cola-
boracién”, sino como creador e impulsor de nuevas ramas de las Matematicas. Sus aporta-
ciones han resultado ser decisivas en campos como la Teoria de Numeros, la Combinatoria,
la Teoria de Grafos, la Geometria combinatoria ...y tantos otros.

Como persona, quizéd lo mas interesante fue su desapego por las cuestiones materiales:
dinero, posicion, honores. . . Nunca se preocupé por tener una casa o un puesto, empleaba
el dinero de los premios que recibia en ayudar a jovenes con talento profesional o en sus
famosas recompensas por solucionar problemas matematicos. Quiza la siguiente anécdota
sirva para ilustrar su personalidad: en una ocasion, un médico le receté unos antibiéticos
para tratar una pleuresia aguda que aquejaba al ya anciano Erdds. Ante su aspecto, le
dijo:

- Adids, senor, le he dejado la receta. No le hago pagar la consulta.

Erdés se incorpord bruscamente de la cama y exclamé:

- jPuedo pagar! Soy un matemdtico de la Academia Hungara de Ciencias, he escrito
muchas obras . ..

Una de las pocas ocasiones en que reivindicé un cierto status para él.

EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS Y LOS COLORES

Pasemos ya a las matematicas de Ramsey y de Erdds: a la teoria de Ramsey. El
lenguaje mas apropiado para describirla es el de los grafos: un grafo GG esta formado por
un conjunto de vértices V y un conjunto A de aristas, donde A es un subconjunto de

Po(V) = { subconjuntos de V' con exactamente 2 elementos }.

Escribimos entonces G = (V, A). Los grafos permiten describir relaciones binarias entre
los elementos de un cierto conjunto: tenemos una coleccién de objetos (que seran los
vértices) y una cierta propiedad binaria que cada par de objetos puede o no satisfacer. Si
dos objetos v; y ve estan relacionados mediante esa propiedad, v;Rvs, entonces la arista
(v1,v2) estard en el grafo. Sélo nos interesaran las relaciones que sean simétricas (el grafo
correspondiente no estard dirigido) y tales que v Rv, para todo v € V' (el grafo no tendra
lazos). Los grafos los representamos colocando los vértices como puntos del plano y las
aristas, como segmentos que unen los vértices que las determinan. Un ejemplo seria:

U1

V2
o

V4

?En la pagina www.oakland.edu/~ grossman/erdoshp.html el lector puede encontrar amplia informa-
cién sobre ntimeros de Erdds.
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que tiene como conjunto de vértices a V' = {v1,...,v5} y como conjunto de aristas, a

A = {{v1,v5},{vs,v4}, {v1,v4}, {vs,v3} }.

Los grafos admiten también una notacién matricial: si V' = {vq,...,v,}, entonces
podemos describir el grafo que tiene a A como conjunto de aristas mediante una matriz
cuadrada n x n, G = (g;;), donde

o 1, =i (’UZ',’UJ') €A,
9=\ o0, si (vi,vj) € A.

Asi, G serd una matriz simétrica formada por ceros y unos, con ceros en la diagonal.
Consideremos algunos ejemplos de problemas que pueden describirse eficazmente en el
lenguaje de los grafos:

UN HORARIO DE CLASES. Tenemos un cierto conjunto de asignaturas, y queremos confec-
cionar un horario para impartirlas de manera que no programemos dos asignaturas a la
misma hora si hay algin alumno matriculado en ambas. Para traducirlo al lenguaje de
los grafos, definiremos un conjunto de vértices V' = { asignaturas }, y la relacién binaria
consistird en que vRv’ si y sélo si hay algiin alumno matriculado en ambas, y v # v'.
La pregunta que podriamos plantearnos es: jcudl es el nimero minimo de horas de clase
necesario para impartir todas las asignaturas de manera que todos los alumnos puedan
cursarlas?

COLOREAR UN MAPA. Para un mapa plano, consideraremos a los paises (y a los lagos y
mares) como nuestro conjunto de vértices y la relacién serd la de vecindad (es decir, habrd
una arista entre dos vértices si los paises que representan son vecinos en el mapa). Podemos
entonces preguntarnos cudl es el nimero minimo de colores necesario para colorear el mapa
de manera que paises vecinos reciban colores distintos.

En realidad estamos hablando del mismo problema: colorear los vértices de un grafo
es asignar colores a los vértices de forma que dos vértices que sean extremos de una arista
reciban colores distintos. Al niimero minimo de colores necesario para colorear un grafo
dado se le llama ndmero cromdtico del grafo. En los dos ejemplos anteriores nos estamos
preguntando por el nimero cromatico de los grafos asociados.

En ambos ejemplos, ademas, seria interesante tener un algoritmo que nos permitiera
obtener una de esas coloraciones éptimas (que use el menor nimero de colores posible)
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El algoritmo acaparador.

Consideremos un grafo G = (V, A), con n vértices. Para colorearlo, nos damos una paleta
ordenada de colores S = {a,b,...}.

e Ordenamos los vértices del grafo, V = {v1,v2,...,vn}.
e Al primer vértice, v, le asignamos el color a.

e Para colorear vs: si es vecino de v1, le asignamos b; si no, a.

e Una vez coloreados los k — 1 primeros vértices, de la lista de colores eliminamos
aquellos usados en los vecinos de vx que ya hayan sido coloreados. De los que
quedan, asignamos a vy el primer color disponible.

La efectividad del algoritmo depende decisivamente de la ordenacién inicial. Por ejemplo,
si consideramos el siguiente grafo de 2n vértices (que forma parte de una familia especial
de grafos que van por la vida con el rotundo nombre de grafos bipartitos):

Esta ordenacién de los vértices hace que
el algoritmo acaparador utilice n colores.

Esta ordenacion emplea sélo 2, su niimero cromatico

Se puede demostrar que existen ordenaciones de los vértices para las que el al-
goritmo acaparador es Optimo. Si analizamos el algoritmo, vemos que el ntimero
de colores prohibidos para colorear el vértice k-ésimo es menor o igual que el
min{#vecinos de vy, #vértices anteriores}. Asi que una regla razonable de ordenacién
de los vértices es aquélla en la que los vértices de mayor grado (mayor nimero de veci-
nos) vayan al principio, cuando el nimero de anteriores es pequefio. Sin embargo, esta
regla de ordenacién, aunque buena, no es, en general, 6ptima (usa més colores de los
necesarios).

Para el segundo ejemplo se tiene el siguiente famoso resultado:
Teorema (de los cuatro colores). Todo grafo plano tiene nimero cromdtico < 4.

Por grafo plano entendemos aquél que se puede representar sin cortes en el plano: los
vértices seran puntos del plano y las aristas serdn arcos que conectan vértices y que no se
cortan —salvo en los extremos, si acaso—. Este problema ha sido una de las cuestiones
abiertas mds importantes en la teoria de grafos. Aparentemente, la conjetura aparecio
por vez primera en 1852, en una carta de Augustus de Morgan a Sir Rowan Hamilton
(al parecer, fue un hermano de un alumno de De Morgan, Francis Guthrie, quien planted
la pregunta). Durante los anos siguientes se publicaron una serie de demostraciones que
resultaron ser falsas. En 1890, Heawood probé que cinco colores eran suficientes y dio
estimaciones para el nimero de colores necesarios para colorear mapas en otras superficies
en funcién de su caracteristica de Euler.

En 1975, Appel y Haken ([AH], [AHK]) obtuvieron una demostracién que requeria
el uso del ordenador para la comprobacién de un nimero grande de configuraciones
extremales.
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En 1994, Robertson, Sanders, Seymour y Thomas [RSST]) presentaron una prueba
del teorema que simplificaba notablemente la de Appel y Haken; seguia requiriendo el uso
del ordenador, aunque de forma mucho mas limitada.

¢ Qué es una demostracion matemdtica?

El argumento de Appel y Haken nos hace preguntarnos por qué entendemos por demos-
traciéon en matemadticas. En principio, una prueba matematica supone una deduccién
l6gica de una conclusién a partir de unas hipotesis.

,Cémo se comprueba que la cadena légica es correcta?, jquién lo comprueba? En la
préactica, el certificado de correccién lo adjudica el uso: los expertos en el contenido de
un teorema comprueban la demostracién al usarla.

Podemos, en principio, comprobar el programa de ordenador que usa la prueba de Appel
y Haken, es decir, verificar que el algoritmo en que se apoya hace lo que se supone
debe hacer. Pero luego, cuando el ordenador ejecuta el programa, jcémo asegurar que
realmente sigue escrupulosamente los pasos del algoritmo?

Para la teoria de Ramsey, lo que nos interesara seré colorear aristas (sin restricciones
sobre vecindad) en una familia especial de grafos, los grafos completos K, aunque se
pueden estudiar generalizaciones. Por ejemplo, colorear con restricciones del tipo: si dos
aristas tienen un vértice en comun, deben recibir colores distintos; o bien colorear otro
tipo de grafos. El grafo K, tiene n vértices y todas las (g) posibles aristas, es decir,

A(Ky) = P2({1, ..., n}).

Podemos dibujar el grafo K, como el poligono de n vértices con todos sus lados y todas
sus diagonales:

Ky K> K3 Ky

Por cierto, K5 no es un grafo plano (no se puede representar sin cortes en el plano o la
esfera), es decir, no hay mapas de cinco paises con la relacién de vecindad que describe K.

LA TEORIA DE RAMSEY.
EL PRINCIPIO DEL PALOMAR.

Empecemos recordando el conocido principio del palomar (también llamado de Dirichlet).
Hay varias formas de enunciarlo, pero mantengamos el lenguaje zooldgico:

Si tenemos n nidos y n+ 1 palomas, entonces hay un nido en el que duermen
al menos dos palomas.

Obvio, ;no? Pues bien, un principio tan sencillo puede ayudarnos a la hora de resolver
algunos problemas de apariencia complicada. Por supuesto, la dificultad suele estar en
“identificar” los nidos y las palomas. Empecemos con un ejemplo sencillo:

st tiramos dos dados doce veces, al menos en dos de esas tiradas obtendremos
la misma suma de puntuaciones.
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Aqui, las once posibles puntuaciones suma, {2,3,...,12}, son los nidos; y las doce
tiradas, las palomas. Veamos un ejemplo algo méas complicado:

Sea X un conjunto arbitrario de 53 nimeros naturales. Entonces, hay al menos
dos elementos de X cuya diferencia es un maultiplo de 52.

Para comprobarlo, distribuimos los niimeros naturales en 52 “nidos”, segin el resto
modulo 52 que tengan:

A1 = {neN/n=0(mdbd 52)}
Ay = {neN/n=1(mdd 52)}

A2 = {n e N/n=>51(mdd 52) }

Los 53 elementos de X' seran las palomas. El principio del palomar nos dice que habra
dos elementos de X con el mismo resto médulo 52; y, por tanto, su diferencia serda un
multiplo de 52.

Con mas generalidad, si tenemos un conjunto con n objetos que distribuimos en k
cajas,

Sin>k = al menos hay una caja con 2 objetos.

Sin >2k = al menos hay una caja con 3 objetos.

Sin>rk = al menos hay una caja con r + 1 objetos.

La Teoria de Ramsey se puede ver como una generalizacién (nada trivial, por supues-
to) del principio del palomar.

ALGUNOS EJEMPLOS SENCILLOS.

Consideremos ahora unos problemas que se resuelven de manera sencilla y que luego
interpretaremos dentro de la Teoria de Ramsey.

e Primer ejemplo. En cualquier reunion de 6 personas, o bien 3 de ellas se conocen
entre si, o bien 38 de ellas no se conocen entre si.

Estamos suponiendo que si una persona conoce a otra, entonces ésta también conoce a
la primera y que, jmmm/! “nadie se conoce a si mismo”. Veremos cémo describir este
problema en términos de coloraciones de las aristas de un grafo y observaremos que el
resultado no es cierto si sélo hay cinco personas. Esto nos proporcionara el primer ejemplo
no trivial de un nimero de Ramsey (que definiremos convenientemente méas adelante):

R(3,3) =6.
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e Segundo ejemplo. Dados 5 puntos en el plano (de forma que cada 3 de ellos no sean
colineales), hay cuatro que forman un cuadrildtero convezxo.

Esta observacién, debida a Esther Klein (luego Esther Szekeres), sirvié como punto
de partida para los estudios de Erdds y Szekeres.

e Tercer ejemplo. Dada una lista ordenada de 5 numeros reales distintos, al menos
tres de ellos (en el mismo orden) forman una sucesion mondtona, creciente o decreciente.

EL TEOREMA DE RAMSEY. LOS NUMEROS DE RAMSEY.

El primer problema que nos interesara resolver es el siguiente: dados unos enteros p y
g, encontrar el minimo entero r = R(p, q) para el que cualquier coloracién con dos colores
(por ejemplo, azul y rojo) posible de las aristas del grafo K, contenga un subgrafo® K,
cuyas aristas estén todas coloreadas de rojo o bien un subgrafo K, con todas sus aristas
azules.

Este nimero R(p,q) es un nimero de Ramsey. En general, podemos considerar un
nimero mayor de colores, ¢ > 2, y plantearnos el problema de encontrar, dados unos
enteros pi,...,p, el minimo entero R(p1,...,p:) para el que cualquier coloracién con
esos t colores de las aristas del grafo completo con ese nimero de vértices contenga un
subgrafo completo K, del primer color o un subgrafo completo K, del segundo, etc. Lo
que Ramsey probd es que estos problemas tienen solucion:

Teorema (Ramsey, primera versién). Dados unos enteros p1,...,p;, exriste un en-
tero N tal que si un conjunto tiene al menos ese numero de elementos y coloreamos los
subconjuntos de dos elementos de ese conjunto con t colores, entonces existe un v y un
pi-subconjunto tal que todos sus subconjuntos de dos elementos tienen color 1.

Llamaremos R(p1,...,p:) al minimo entero N que cumpla las condiciones del enunciado
anterior. En términos de coloraciones de grafos, dados los enteros pj ... p:, podemos en-
contrar un grafo completo suficientemente grande (con suficiente nimero de vértices, al
menos R(p1,...,pt)) para el que cualquier coloracién de sus aristas con ¢ colores contenga
un subgrafo Kj,, monocromatico (de color 7).

Una vez garantizada la existencia de los nimeros de Ramsey, parece natural intentar
calcularlos explicitamente o, al menos, obtener cotas para su tamano. En ambos casos, los
resultados obtenidos son muy escasos. Por ejemplo, para los niimeros de Ramsey bésicos,
R(p, q), es facil convencerse de que se cumple que

(i) R(p,q) = R(q,p),
(i) R(1,q) =1,
(iii) R(2,q) =q,siq>2,

por lo que los nimeros de Ramsey R(p, ¢q) no triviales son aquéllos para los que p > 3 y
q > 3. La siguiente tabla recoge algunos de los valores conocidos hasta el momento. En
los casos en los que no se conoce el valor exacto del nimero de Ramsey, la tabla incluye

3Un subgrafo G' = (V/,;A’) de G = (V, A) tiene V' CV y A’ C AnP(V').
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las cotas entre las que se sabe con seguridad que se encuentra (e.g., R(3,10) esta entre 40
y 43):

D a1 3 | 4 5 6 7 8 9 10 11
31619 14 18 23 28 36 40-43 46-51
4 18 25 35-41 49-61 | 53-84 | 69-115 | 80-149 | 96-191
5 43-49 | 58-87 | 80-143 | 95-216 | 114-316 | 118-442
6 102-165

Para los problemas mas generales se tienen todavia menos resultados. Algunos de ellos
son que R(3,3,3) = 17 o0 que 51 < R(3,3,3,3) < 65. Una buena revisién de los resultados
en este sentido se puede encontrar en [Rd]. En cuanto a las cotas y los comportamientos
asintéticos, tampoco los resultados son muy completos. Veremos algunos de ellos mas
adelante.

Se pueden estudiar situaciones todavia mas generales. Por ejemplo, considerar hiper-
grafos en lugar de grafos; en este caso, las “aristas” ya no involucran pares de vértices,
sino un nimero mayor, r > 2. Pero el teorema de Ramsey sigue siendo cierto, cambiando
los subconjuntos de tamano 2 por subconjuntos de tamano r. La notaciéon ahora seria
R(p1,-..,pt;7); lo que llamdbamos R(py,...,p:) deberia ser escrito como R(p1, ..., pt;2).
Enunciemos entonces el teorema de Ramsey, en una versiéon més general:

Teorema (Ramsey, versién general) Dados unos enteros p1,...,ps,r, existe un en-
tero R(p1,...,p;7) tal que si un conjunto tiene al menos ese numero de elementos y
coloreamos los subconjuntos de r elementos de ese conjunto con t colores, entonces exis-
ten un i y un p;-subconjunto tal que todos sus subconjuntos de r elementos tienen color i.

EL PRINCIPIO DEL PALOMAR, INTERPRETADO A LA RAMSEY.

Ya comentamos que el principio del palomar podia ser visto como el primer ejemplo
de resultado de tipo Ramsey. Por ejemplo, se tiene que

R(m,n;1) =m+n—1.

Si tenemos un conjunto con m + n — 1 elementos y los coloreamos con dos colores, rojo
y azul, por ejemplo, entonces o bien al menos m llevan el color rojo o bien al menos n el
azul (si no fuera asi, tendriamos como mucho m — 1 rojos y n — 1 azules; y entre todos
no tendriamos los m +n — 1 totales). Pero esto no es sino una de las formas del principio
del palomar: si tenemos m + n — 1 objetos y los distribuimos en dos cajas, o bien una
contiene al menos m o bien la otra al menos n.

La formulacién habitual del principio del palomar se escribe, en términos de nimeros
de Ramsey, como

R(2,2,...,2;1)=t+1.

~—
t

Es decir, t+1 es el minimo entero que nos permite asegurar que si distribuimos ese niimero
de objetos en t cajas, al menos una de ellas contiene dos o méas objetos.
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LOS EJEMPLOS, REVISADOS A LA LUZ DEL TEOREMA DE RAMSEY.

Resolvamos los problemas que propusimos anteriormente con argumentos de colora-
ciones de grafos, a la Ramsey.
e Primer ejemplo. Empecemos recordando el de la reunién de seis personas. En tér-
minos de grafos, lo que tenemos es un grafo completo Kg, cuyas aristas coloreamos con
dos colores, azul y rojo; y queremos probar que sea cual sea esa coloracién, siempre
encontramos un K3 rojo o un K3 azul. La prueba es en este caso muy sencilla: nombremos
el conjunto de vértices por {a,b,c,d, e, f} y fijémonos en uno de ellos, por ejemplo a. Por
el principio del palomar, al vértice a deben llegar al menos tres aristas rojas o bien al
menos tres aristas azules (recordemos que a a llegan cinco aristas en total). Supongamos
que estamos en el primer caso, y que las aristas rojas le unen con b, ¢ y d, por ejemplo.
Si alguna de las aristas entre estos tres vértices fuera roja, tendriamos ya un tridngulo
rojo. Y si no fuera asi, lo que tendriamos seria uno azul con vértices b, ¢ y d. El mismo
argumento permite obtener la misma conclusién en el segundo caso, cuando a recibe al
menos tres aristas azules (de hecho, hay al menos dos tridngulos monocromaéticos).

Es facil darse cuenta de que no podemos concluir lo mismo si partimos de un K, por
lo que obtenemos que

R(3,3) = 6.

Podriamos interpretar este resultado en términos de juegos: imaginemos una partida entre
dos jugadores, uno con un lapiz rojo y otro con uno azul. Se dibujan 6 vértices en el plano
y cada jugador pinta, en cada turno, una arista entre dos de ellos. Gana el jugador que
consiga dibujar un tridngulo de su color. El resultado de Ramsey nos dice que este juego
no puede terminar en tablas. Porque no pueden dibujarse todas las aristas posibles sin
que aparezca un triangulo monocromatico, bien rojo o bien azul.

Intentemos generalizar este problema: si partiéramos de n personas, la definicion del

numero de Ramsey R(p, ¢) nos permitiria deducir que si n > R(p, q), entonces o bien hay
p personas tales que cada dos de ellas se conocen entre si o bien hay ¢ tales que cada dos
no se conocen entre si. Por supuesto, determinar con precisién el valor de R(p,q) para
cada par (p,q) es un problema complicado (véanse en la tabla correspondiente los escasos
valores exactos que se conocen )
e Segundo ejemplo. Volvamos a la observacién de Esther Klein acerca de que dados
5 puntos en el plano (y ningin triple colineal), entonces cuatro de ellos forman un cua-
drilatero convexo. Para probarlo, recordemos que un conjunto S del plano es convexo
si, para cada par de puntos del conjunto, el segmento que los une estd contenido en el
conjunto. La envolvente convexa de un conjunto de puntos T' se define entonces como
la intersecciéon de todos los convexos que contienen a T (en particular, la envolvente
convexa es un convexo). En el caso de que tengamos 5 puntos en posicién general (sin
trios colineales), la envolvente convexa es un poligono de 5, 4 o 3 lados:
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En los dos primeros casos, el resultado es inmediato. Y en el tercero, la linea [ que une
los dos puntos interiores corta al tridngulo en dos de sus lados. Los dos puntos interiores,
junto con los dos vértices del tridangulo que quedan al mismo lado de la linea [ forman el
cuadrildtero convexo pedido.

Pero podriamos plantearnos una pregunta mas general, como hicieron Erdos y Szeke-
res [ES]: jpodemos encontrar, para un n dado, un entero N(n) tal que cualquier conjunto
con al menos N puntos contenga n puntos formando un poligono convexo? La respuesta
a esta cuestion estd recogida en el siguiente teorema:

Teorema (Erdés y Szekeres). N(n) < R(5,n;4).

Demostracion. Sea R = R(5,n;4) y consideremos un conjunto & de R puntos en el
plano (sin triples colineales). Coloreamos los subconjuntos de cuatro elementos de S de
la siguiente manera: si forman un cuadrildtero convexo, le asignamos el color “convexo”,
y si no, el color “no convexo”. Por la definicién del nimero de Ramsey R(5,7;4), o bien
tenemos un conjunto de 5 puntos en S cuyos 4-subconjuntos son todos cuadrilateros
no convexos o bien un conjunto de n puntos cuyos 4-subconjuntos forman cuadrilateros
convexos. El primer caso no puede darse, como muestra el resultado de E. Klein. Y
el segundo permite concluir la prueba del teorema, si demostramos que un poligono es
convexo si sus cuadrildteros lo son. Para verlo, supongamos que no fuera asi: si los n
puntos no formaran un poligono convexo, uno de los puntos estaria en el interior de
la envolvente convexa de los restantes. Pero entonces estaria también en la envolvente
convexa de tres de ellos; no es dificil convencerse de este hecho*. Estos cuatro puntos
formarfian un cuadrildtero no convexo, algo contrario a la hipdtesis. O
Se puede comprobar que

n=4 N@4)=5=2%+1,
n=5 N(()=9=2+1.

Erdés y Szekeres conjeturaron que N (n) = 2”241, pero el problema no ha sido dilucidado

(ver [DCG] para los ultimos avances en el problema).

e Tercer ejemplo. Volvamos al problema de las sucesiones: dados 5 niimeros reales en
un cierto orden, {z1,..., x5}, hay tres de ellos que forman una sucesién mondtona. Su-
pongamos que x2 > x1 (un argumento similar valdria para el caso contrario). Si z3 > x9,
habremos terminado. Si no fuera asi, seria porque o bien x1 < x3 < x9 0 bien x3 < x1. En
el primer caso, con el cuarto punto tendriamos ya una sucesién monétona. En el segundo,
si x4 estuviera por debajo de x3 o por encima de xy, habriamos acabado. Sélo quedaria
la posibilidad de que z3 < x4 < z3. Y el quinto punto determinaria la sucesién mondétona
de tres puntos.

4E] resultado en dimensiones mayores (si X C R", cada punto de la envolvente convexa de X estd en
la envolvente convexa de n + 1 —o menos— puntos de X) es un teorema clésico debido a Carathéodory,
[Cal; ver, por ejemplo, [Be|, pagina 27.
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En realidad, podemos conseguir un resultado més general, como hacian Erdés y Sze-
keres:

Teorema (Erdés y Szekeres) Si tenemos n?+1 nimeros reales, n+1 de ellos forman
una sucesion monotona.

Demostracion. Consideremos n? + 1 ndmeros reales {z;}. Para cada x;, formamos la
sucesién creciente mas larga que comienza en z;, y llamemos 1 + r(z;) a su longitud.
Cada r(z;) es positivo, y si hay algin r(z;) > n, habremos terminado. Supongamos por el

contrario que cada r(z;) € {0,...,n—1}. Como hay n?+1 de estos r(z;), por el principio
del palomar algin valor de {0,....n — 1} se debe tomar n + 1 veces, digamos el valor k.
Es decir, que existe una sucesién de n + 1 nimeros x;, ..., z;, tales que para todos ellos,

r(x;,) = k. Pero entonces la sucesién {z;, } es decreciente: si algiin término de la sucesién,
digamos z;, fuera mayor que uno anterior, z;_, los k nimeros de la sucesion creciente que
empieza en z;, mas el propio z;, constituirian una sucesién creciente de k + 1 para x;,,
algo imposible. O

Y el resultado es el mejor posible, como podemos observar considerando la sucesion

n2

n,n—1...,1,2n,...,n+1,...,n2,...,(n—1)2—1—1

Pero podemos probar también “a la Ramsey” la existencia, para cada n, del nimero
M (n) para el que pudiéramos asegurar que, dada una sucesién de M (n) nimeros reales,
podemos encontrar una subsucesién mondétona de longitud n, comprobando que

M(n) < R(n,n,n,n;3).

Démonos una sucesién de R(n,n,n,n;3) nimeros reales y coloreemos todos las subcon-
juntos de 3 elementos con 4 colores, asignandoles a si forman una sucesién creciente, b si
forman una sucesién decreciente y ¢y d en los otros dos casos posibles (z1 < x93 y x2 > x3
o bien z1 > z2 y 2 < x3). Por la definicién del nimero R(n,n,n,n;3), deberemos tener
una sucesion monocromadtica (en alguno de los cuatro colores) de m nimeros. Si n > 5,
podemos descartar los colores ¢ y d, como el lector comprobara sin dificultad. Y si los
colores son a o b, habremos acabado: una sucesién es creciente si todas sus subsucesiones
de 3 elementos son crecientes (y lo mismo para las decrecientes).

Obsérvese que estos resultados son versiones finitas (en el caso del de Erdés y Szekeres,
versiones cuantitativas) del teorema de Bolzano, que afirma que en toda sucesién infinita
de ntumeros reales existe una subsucesién monodtona infinita. De hecho, el teorema de
Bolzano responde al contexto general de la teoria de Ramsey (ver la siguiente seccién).
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EJEMPLOS DE APLICACION DEL TEOREMA DE RAMSEY.

e TEOREMA DE SCHUR. Recordemos ahora el teorema de Schur®,
[Sc], que afirma que

jel Ultimo Teorema de Fermat es falso!

pero (en letra pequena) en Zj, las clases de congruencia médulo
p, no en Z. Enunciémoslo convenientemente:

Teorema (Schur) Dado un entero m, podemos encontrar un
entero S(m) tal que, si p es un primo suficientemente grande,
p > S(m), entonces la ecuacion

" 4y =2" Figura 4: I. Schur
tiene solucion no trivial en Zy.

Empecemos comprobando el siguiente lema:

Lema Dado un entero m, existe un entero N(m) tal que si N > N(m) y coloreamos el
conjunto N ={1,...,N} con m colores existirdn tres nimeros x,y,z € N con el mismo
color y tales que

Tty =z

Demostracion. Comprobemos que basta con

N(m)=R(3,...,3;2) — 1.

m veces

Dada la coloracién de N con m colores, consideremos un grafo completo Kyi1 (con
vértices {0,..., N}). Para cualquier arista {i,;} del grafo, el valor de |i — j| estd en el
conjunto N. Asf que la coloracién de N nos permite colorear las aristas de K41 con la
siguiente receta:

Color de {i,j} = Color de |i — j| en la coloracién de N.

Para esta coloracién de las aristas de Kny1, como N > R(3,...,3;2) — 1, existird un
tridngulo monocromatico. Es decir, tendremos vértices ¢ > j > k tales que

Color de {i,j} = Color de {j,k} = Color de {7, k} .
Traduciéndolo a la coloracién original, encontramos tres elementos
i — ja j - k’ i — ka

que llevan el mismo color. Llamando z =i —j, y = j —k y 2 = ¢ — k, obtenemos el
resultado deseado. |

SEste teorema es una consecuencia directa de las cotas conocidas para las sumas de Jacobi o las de
Gauss (ver [IR], pdginas 97-98).
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Utilicemos este lema para probar el teorema de Schur. Queriamos probar que la
ecuacion
tiene solucion no trivial en Z,, con p un primo grande, p > S(m) = R(3,...,3;2). Consi-
deremos el grupo multiplicativo Z; = {1,...,p — 1} y sus subconjuntos

Hj={ja":a=1,2,...,p—1} CZ,,

donde 1 < 5 < p — 1. Una primera observacién es que estos conjuntos, o son iguales, o
son disjuntos. Porque si dos de ellos, digamos H; y Hj, con j # k, tuvieran un elemento
en comun, entonces

jcm =kd™,

para ciertos ¢,d € Z,. Es decir, que j = kd™c™™. Asi que
Hi={ja":a=1,....p—1} ={klade™ )™ :a=1,...,p— 1} = Hy.

Ademas, su unién nos da todo el conjunto Z;. Descartemos entonces todos aquéllos que
sean iguales: jcudntos nos quedan? Estimemos cuantos elementos tienen esos conjuntos
(en principio cada uno tiene p — 1 elementos, pero los habra repetidos). Si dos elementos
de H; son iguales es porque, para ciertos, a,b € {1,...,p — 1},

ja™ = jb" = a" =0b".

Es decir, lo que queremos es contar cuantas potencias iguales pueden aparecer. Fijemos
un elemento b: jcuantos elementos a hay tales que a™ = b™? Si ocurre eso, entonces ab™ !
es raiz de 2™ — 1 = 0. Y esta ecuacién tiene, a lo mds, m raices en Z;. Asf que potencias
repetidas hay, como mucho, m. Por tanto,

p—1
|Hj| > -
Como se tiene que
p—1
U #| =z =p-1,
j=1

tenemos que nos podemos quedar con a lo mas m de los H; que sean disjuntos y cuya
unién sea todo Zy.

Podemos ahora utilizar estos conjuntos como “colores”: coloreamos el conjunto {1, ..., p—
1} dependiendo del H; al que pertenezcan. El primo p es lo suficientemente grande como
para que el lema anterior nos garantice que existen x,y,z € H;, para cierto j, tales que
x4y = z. Esto es, ja™ + jb™ = jc™ y, por tanto,

" b = "

que es lo que querfamos demostrarS. O

5 Agradecemos a Fernando Chamizo que nos haya sugerido esta demostracién, que simplifica la original.
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e TEOREMA DE VAN DER WAERDEN. Otro resultado notable con todo el sabor de un teorema
“a la Ramsey” es el siguiente teorema sobre progresiones aritméticas [Wal:

Teorema (van der Waerden) Para todo par de enteros | y r, existe un ng tal que si
n > ng y coloreamos el conjunto {1,...,n} con r colores, entonces el conjunto contiene
una progresion aritmética monocromdtica de longitud [,

a,a+d,...,a+ (1 —1)d

Una prueba de este resultado puede encontrarse en [GRS], pdgina 29.

e OTRA APLICACION. Un semigrupo finito es un conjunto finito en el que se define una
operacién binaria asociativa, que llamaremos producto. Un elemento e se dice que es
idempotente si se cumple que e - e = e. Pues bien,

todo semigrupo finito debe tener un elemento idempotente.

Para probarlo con la Teoria de Ramsey, tomemos un elemento cualquiera, a, del semi-
grupo. Llamemos n al nimero de elementos del conjunto (el orden del semigrupo) y
consideremos

N =R(3,3,3...,3;2).
N——

n

Llamemos a' al producto (* veces) del elemento a. Tomemos ahora el grafo completo
K,, con sus vértices numerados, y coloreemos sus aristas con n colores (cada color es un
elemento del semigrupo) con la siguiente receta: la arista que une los vértices ¢ y j (i < j)
se colorea con a/~% (el hecho de que sea un semigrupo nos garantiza que cualquier potencia
de un elemento pertenece al semigrupo). El Teorema de Ramsey nos dice que debe haber
un tridngulo monocromatico, esto es, deben existir 4, j, k (i < j < k) tales que

Si llamamos e = a’~%, teniendo en cuenta que a*7 - /=" = ¥~ observamos que se

cumple que e - e = e. Asi que éste es el elemento idempotente que buscabamos.

e UN EJERCICIO, para terminar. Dada una matriz A cuadrada de roden n (n filas y n
columnas), una submatriz de orden m (m < n) se dice que es principal si se obtiene
a partir de A borrando n — m filas y las mismas n — m columnas (p.e., si borramos
la primera fila deberemos borrar también la primera columna). Inténtese probar, a la
Ramsey, el siguiente teorema:

Teorema. Sea m un entero positivo arbitrario. Cualquier matriz cuadrada A cuyos
elementos sean ceros o unos y que tenga un orden n suficientemente grande contiene una
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submatriz principal de orden m de uno de los siguientes cuatro tipos:

* 0 0 0 O | 1
0 = 0 0 0 = 1 1
0 0

0 *x 0 0 x 1
0 0 0 = 0 O 0 =
* 0 0 0 x* 1 1 1
1 % 0 0 1 % 1 1
1 1

1 * 0 1 * 1
1 1 1 * 1 1 1 *

(donde en lugar de asteriscos se permiten ceros y unos sin ninguna restriccion).

COTAS PARA LOS NUMEROS DE RAMSEY

Ya el propio Ramsey habia observado que

k(k—1)

R(k,k)<2 =z,

que luego mejoré obteniendo que R(k,k) < k!; aunque él mismo aventuraba que la co-
ta podia reducirse. Para obtener cotas superiores, empecemos probando la siguiente
relacion:

Teorema. Para cualesquiera enteros p,q > 2,

R(p,q) < R(p,q— 1)+ R(p — 1,9).

Demostracion. Llamemos r = R(p,q— 1)+ R(p—1, q) y coloreemos las aristas de un grafo
completo K, con dos colores. Querriamos probar que existe un K, rojo o un K, azul.
Para ello, fijemos un vértice v € K, y consideremos sus r — 1 aristas. Habrd un cierto
numero de ellas rojas y otras cuantas azules. Como

r—1=R(p,q—1)+R(p—1,q9) -1,

el principio del palomar nos dice que habra al menos R(p — 1,q) aristas rojas o bien
al menos R(p,q — 1) aristas azules. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
el nimero de aristas rojas es > R(p — 1,q). Fijémonos en los vértices conectados a v
mediante estas aristas y consideremos el grafo completo formado por R(p — 1,¢) de ellos.
Por la definicién del nimero de Ramsey, tendremos o bien un K,_; rojo o bien un K,
azul. En el segundo caso ya habriamos terminado, y para el primero basta observar que
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si anadimos las aristas que conectan los p — 1 vértices con v (todas rojas) tendremos un
K, monocromatico rojo. O

A partir de esta expresiéon podemos obtener una cota explicita para los nimeros de
Ramsey R(p,q):

Teorema. Para todo par de enteros p,q > 1,

R(p,q) < (p;:312>.

Demostracion. Lo probaremos por inducciéon. Podemos comprobar los primeros casos di-

rectamente:
wasam=s ()=
wassmas (-0 )
R(3,3) = 6 @:6.

Llamemos n a la suma de los dos pardmetros del nimero de Ramsey y supongamoslo
probado para n — 1. Para n = p + ¢, utilizando el teorema anterior y la hipdtesis de
induccion:

R(p—1,q9) + R(p,q — 1)
p+q—3 n p+q—3
p—2 p—1 )

Para terminar, sélo queda recordar la propiedad de los coeficientes binémicos

()= (") (o) e

Un resultado més general es:

R(p,q)

IN

IN

Teorema. Para todo ny,ng,...,ng >1r > 1, el numero R(ny,...,n;r) existe y satisface
que
R(ni,...,ngr) < R(R(ni, ... ,ng_1;7),n457) .

Que se prueba apoyandose en el primer teorema y utilizando inducciéon. Por supuesto,
una cota superior para los nimeros de Ramsey implica su existencia; asi que ésta es una
forma de probar el teorema de Ramsey en su versién general.

Para obtener cotas inferiores es necesario probar la existencia de ciertas estructuras
finitas con ciertas propiedades; utilizaremos, siguiendo a Erd6s [Er|, argumentos no cons-
tructivos, de tipo probabilistico. Lo haremos para el nimero de Ramsey R(k, k), que a
partir de ahora llamaremos Ry.
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Consideremos un grafo completo K,, y coloreemos aleatoriamente cada una de sus
aristas con dos colores. Es decir, consideremos un espacio de probabilidad cuyos elementos
son las coloraciones de las aristas de K, con dos colores y cuyas probabilidades vienen
dadas por

P(colorear {i,j} de rojo) =

N =N =

P(colorear {i,j} de azul) =

)

para cada arista {i,j} del grafo (y el coloreado de cada arista es independiente del de
los demas). Habra entonces 2(75) posibles coloraciones, y la probabilidad de obtener una

particular sera 2_(3).

Consideremos un conjunto S de k vértices del grafo y llamemos Eg al suceso “S es
monocromatico”; es decir, las aristas que unen vértices de S son todas del mismo color.
Para calcular la probabilidad del suceso Eg, observemos que tendremos una coloracion
de K, en la que S sea monocromético (por ejemplo, rojo), con probabilidad

-
_— _(2)
RO

porque para contar las coloraciones que nos interesan bastara decidir el color de las (g) -

(’;) aristas que no estan en S. Asi que

P(Eg) = P( S monocromético rojo )+ P( .S monocromatico azul )
k k k
— 2_(2) + 2_(2) = 21_(2),

Llamemos ahora Fj, al suceso “algin Kj es monocromatico”; su probabilidad sera
P(E) < Z P(Eg) = #{S C V(K,)/S con k vértices} - 21-(3)

S C V(Kn)
S con k vértices

_ <Z>21—(’5).

Sin es tal que esta probabilidad es un niimero menor que uno, tendremos alguna coloracién
en la que no haya Kj; monocromatico alguno. Y en esas condiciones, necesariamente el
ntmero de Ramsey Ry debe ser mayor que n. Es decir, que tenemos que

(}ff) S o)1,

m m)! mn m"
- S S ’
n nl(m—n)! = n! = nn/2

Utilizando la estimaciéon

podemos reescribir la cota para Ry (si k > 4):

RE > K255 71 5 gk /2 9h/21 5 92
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Es decir, que
Ry > 282,

De donde
likminf (Rp)Y* > V2.

Podemos ahora recordar la cota superior que obteniamos anteriormente en el caso parti-
cular de que p =q = k:
2(k—1) k-1
Ry, < < gkt
b= ( k—1 > =

donde la ultima desigualdad se basa en la estimacién

2n " /on
< 9% lidad = 92"
<n>_ en realida Z(;J

k=0

(el resultado de Stirling no mejora mucho la cota). Reuniendo ambas estimaciones, tene-
mos que
V2 < lim inf (Rk)l/k < lim sup (Rk)l/k <A4.
k—o0 k—o0
iDecidir si existe el limg_.o R** es uno de los grandes problemas que permanecen sin
resolver es este campo!

VERSIONES INFINITAS DEL TEOREMA DE RAMSEY

Y empecemos, una vez mas, con el principio el palomar, esta vez en su version infinita:
una formulacién obvia, pero que se utiliza constantemente.

Si tenemos un conjunto X infinito y distribuimos sus elementos en un nimero
finito de cajas, entonces hay una caja que contiene infinitos elementos.

En su trabajo original, Ramsey, de hecho, probé primero la versiéon de su teorema para
conjuntos infinitos.

Teorema (Ramsey infinito) Dado un conjunto A infinito numerable, si coloreamos
sus k-subconjuntos con r colores, entonces existe un subconjunto infinito B C A cuyos
k-subconjuntos son todos monocromdaticos.

En el lenguaje de grafos (para el caso k = 2), el teorema reza que si K es un grafo completo
con un conjunto infinito numerable de vértices, entonces para cualquier coloracién de sus
aristas con dos colores existe un subgrafo completo (con un nimero infinito de vértices)
monocromatico. Es interesante senalar que el resultado no es cierto si el conjunto de
los vértices es no numerable. Por ejemplo, si el grafo completo tiene como vértices los
numeros reales y coloreamos sus aristas con dos colores, entonces no tiene por qué existir
necesariamente un subgrafo completo monocromético cuyos vértices sean un subconjunto
no numerable de los reales.

Corolario (teorema de Bolzano) Toda sucesion infinita de nimeros reales contiene
una subsucesion infinita que es creciente o decreciente.
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Demostracidon. Sea A la sucesion infinita de niimeros reales. Coloreemos sus 3-subconjuntos

con 4 colores dependiendo de la disposicion de los tres ndmeros:

Color a  Color b  Color ¢ Color d

El Teorema de Ramsey nos garantiza que existe un subconjunto de A infinito mono-
color. Es facil comprobar que sélo puede ser de los colores a o d, es decir, corresponder a
una sucesiéon creciente o decreciente. O

Corolario Si S es un conjunto infinito en IR?, entonces existe un A € S infinito tal
que, o bien A estd contenido en una recta, o bien cada 8 puntos de A son no colineales.

La prueba es similar a la anterior. Un importante resultado sobre existencia de pro-
gresiones aritméticas arbitrariamente largas es el siguiente:

Teorema (Szemerédi). Si A es un conjunto de enteros positivos con densidad superior
positiva, esto es, tal que
AN{l,...,n
lim sup [AN{L,...,n}

n—00 n

> 0,

entonces A contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas.

Este resultado contesté afirmativamente a una conjetura planteada por Erddés y Turdn
en 1936. Roth probd en 1952, con técnicas de la Teoria Analitica de Nuimeros, que A debia
contener una progresién aritmética de tres términos; en 1969, Szemerédi probd que en
realidad debian ser 4. Y finalmente, en 1975, el propio Szemerédi, [Sz], probé la conjetura
completa, con técnicas combinatorias. En 1977, Furstenberg, [Ful, presenté una prueba
alternativa, en la que utilizaba herramientas de la Teoria Ergddica. Gowers, galardonado
con la medalla Fields” en 1998 ha propuesto recientemente, ver [Go], una nueva prueba
del resultado sobre progresiones de longitud cuatro, con técnicas del Anélisis de Fourier
(cercanas a las de Roth) y que parecen permitir la prueba del resultado general.

El teorema de Ramsey nos proporciona los primeros ejemplos explicitos de las lla-
madas sentencias de Go6del: enunciados que no pueden ser probados con los axiomas
de la aritmética tradicional. Por ejemplo, consideremos el siguiente resultado (que es una
variacién sobre el Teorema de Ramsey finito):

Teorema. Diremos que un conjunto X de enteros positivos es grande si #X > min X.
Para cualesquiera enteros n, k,r, existe un entero m tal que si coloreamos los k-subconjuntos
de [n,m], entonces eziste un subconjunto grande monocromdtico (sus k-subconjuntos lle-
van el mismo color).

Partiendo de la versién infinita del teorema de Ramsey (que no es expresable en la
aritmética de Peano, por supuesto), no es dificil probar este resultado.

La version finita del Teorema de Ramsey es un enunciado expresable y demostrable
con los axiomas de la aritmética de Peano. Sin embargo, como probaron Paris y Harring-

"Veése el articulo sobre los galardonados en LA GACETA, volumen 1, ntmero 3.
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ton, ([PH]), este otro enunciado sobre nimeros enteros, expresable en la aritmética de
Peano, no es demostrable en esa aritmética.

Coba

Terminemos recordando de nuevo la figura de Frank Plumpton Ramsey, quizas uno de
los més brillantes (y, pese a ello, desconocido) pensadores de este siglo: original, pionero,
precursor. Pese a que su profesién eran las Matematicas, su devocion estaba en la Filosofia.
De hecho, formulé el teorema que le ha dado fama en Matematicas en el curso de su
investigacién sobre un problema légico-filosofico; un problema sin solucién, como probd
Godel después, [GO]. Siguiendo a Sahlin, [Sa], podemos afirmar que

... tratando de resolver lo irresoluble, Ramsey probd lo indemostrable.

De conocer los resultados de Godel, jhabria Ramsey descubierto las implicaciones com-
binatorias que su teorema ha demostrado tener? Su prematura muerte nos privé de com-
probarlo. Pero ademas Ramsey era un hombre apasionado, socialmente inquieto, amante
de la vida. Quizéa el siguiente discurso, pronunciado ante los “Apdstoles”, el selecto grupo
de discusion de Cambridge, nos ayude a conocer esta otra faceta suya.

...Mi cuadro del mundo estd dibujado en perspectiva, y no como un mo-
delo a escala. El primer plano lo ocupan los seres humanos, y las estrellas son,
para mi, tan pequenas como monedas de tres peniques. No creo realmente en
la astronomia, excepto como una complicada descripcién de parte del curso
de las sensaciones humanas y, posiblemente, animales.

Aplico mi perspectiva no sélo al espacio, sino también al tiempo. A la
larga, el mundo se enfriard y todo morird; pero queda mucho para eso, y su
valor actual, a interés compuesto, es casi nada. Que el futuro sea vacio no
resta valor al presente.

La Humanidad, que ocupa el primer plano de mi lienzo, es para mi intere-
sante y toda ella admirable. Encuentro, al menos hasta ahora, que el mundo es
un lugar placentero y excitante. Puede que vosotros lo encontréis deprimente;
lo siento por vosotros, y vosotros, seguramente, desdenaréis lo que digo. Pero
yo tengo razén y vosotros no; solo tendriais alguna razén para rechazar lo que
digo si vuestros sentimientos se correspondieran con la realidad como los mios
lo hacen. Pero no pueden. La realidad no es buena ni mala; simplemente es lo
que a mi entusiasma y a vosotros deprime. Y lo siento por vosotros, porque es
mas agradable estar entusiasmado que deprimido. ..y no sélo mas agradable,
sino mejor para la vida de cada uno.

Frank P. Ramsey.
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